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1 Introduction

Les C*-modules hilbertiens sont une généralisation naturelle des espaces hilbertiens dans lesquels le
corps C des scalaires est remplacé par une C*-algébre. Cette généralisation, dans le cas de C*-algébres
commutatives, est apparu dans larticle [3] de 1. Kaplansky ; cependant le cas non commutatif semblait
trop compliqué a ce moment. La théorie générale de C*-modules hilbertiens est apparue il y a 25 ans
dans les articles pionniers de W. Paschke [6] et M. Rieffel [§]. Cette théorie s’est révélée étre un outil
trés pratique dans la théorie des algébres d’opérateurs, permettant ’obtention d’informations sur les
C*-algebres par 1’étude des C*-modules hilbertiens sur eux.

Les C*-modules hilbertiens sont cruciales pour la formulation de KK-théorie de Kasparov [4] et pour
fournir un cadre approprié pour étendre la notion de Morita équivalence de C *-algebres [9]. Ils peuvent
étre aussi considérés comme la généralisation des fibrés vectoriels de C*-algébres non-commutatives. Et
tels object mathématiques jouent un réle important dans la géométrie non commutative, notamment
dans la théorie des groupes quantiques C*-algébriques [2], et C*-algébres de groupoides.

Le but de ce travail est utiliser les C*-modules hilbertiens comme outil pour formuler la généralisation
du théoréme de Stinespring et son application dans la théorie des extensions de la forme

0AK—>B—=C—0,

ol A, B,C sont des C*-algébre et K est la C*-algébre d’opérateurs compacts sur un espace hilbertien
séparable.

2 Préliminaires

2.1 L’algébre d’opérateurs compacts

Proposition 2.1 On suppose que H est un espace hilbertien. Tout opérateur d’image fini est compact ;
un opérateur est compact si et seulement s’il est la limite normique d’une suite d’opérateurs continus
d’image fini. Si h ® k note Uopérateur d’range un, g — (g | k )h, alors

K(H) =3span{h®k: h,k € H}.

Corollaire 2.2 L’ensemble IC(H) d’opérateurs compacts sur H est un idéal bilatére fermé de B(H). En
particulier, K(H) es une C*-sous-algébre de B(H).



Notation 2.3 Si l’espace hilbertien H est séparable, on note K := K(H) et B := B(H).

2.2 C*-algébres

Définition 2.4 Une algébre de Banach est une algébre A sur C qui est un espace de Banach par rapport
& une norme qui est sous-multiplicative, i.e. ||ab|| < |lal||[b]| pour tout a,b € A.

Exemple 2.5 Si E est un espace de Banach complexe, alors l’ensemble B(E) de tous les opérateurs
bornés sur E est une algébre de Banach avec les opérations algébriques et norme usuelles.

Définition 2.6 Si une algébre de Banach A est munie d’une fonction x — x* € A avec les propriétés
suivantes

M) @)=a
(i4) (a+b)" =a"+b%
(#4i) (Aa)* = da*;

(iv) (ab)* = b*a™;

(v) la*|| = |lall;

pour tout a,b € A et A € C, alors A est appelée une algébre de Banach involutive et la fonction a — a* est
appelée la involution (ou *-opération) de A. Si la involution de A satisfait de plus la condition suivante

(vi) la*all = llall?,
pour tout a € A (cette condition est appelée condition C*), alors A est appelé une C*-algebre.

Exemple 2.7 Si H est un espace hilbertien complexe, alors ’algébre de Banach B(H) de tous les opé-
rateurs bornés sur H est une C*-algébre avec Uinvolution T +— T*, ou T* est l'opérateur adjoint de
T.

Proposition 2.8 Si A est une algébre de Banach avec identité 1, alors il existe une norme ||-||o sur A
tel que :

() la nouvelle norme ||-||o est équivalente a la norme originale ||-|| ;

(i) (A, ]]]lo) est une algébre de Banach ;

(iid) [Tllo = 1.

Preuve. Pour chaque a € A, on note par L, 'opérateur b € A — ab € A. La fonction a — L, est
injective car L,(1) = a. On définie ||allo := ||Lq||, pour tout a € A. Par I'inégalité ||ab|| < |lal|||b]|, on a
llallo < ||la||. D’autre part, on a

lall /I < sup{llabl| - [[b]l <1} = [|Lall = [lalo-

Alors, la norme ||-||o est équivalente a la norme originale. Les affirmations (1), (ii7) découlent facilement
de (7). O

Aprés la proposition précédente, on va supposer toujours que la norme de 'identité est 1 si I'identité
existe. Une algébre de Banach avec identité est appelé unitaire.

Remarque 2.9 Si A est une algébre de Banach involutive unitaire, alors on a 1* = 1. De plus, si A est
une C*-algebre unitaire, la condition ||1|| = 1 découle automatiquement de la condition C*.

Si une algébre de Banach involutive A n’est pas unitaire, alors on peut plonger A dans une algébre
de Banach involutive unitaire A; de la maniére suivante : On considére la somme directe A @ C comme
I’espace vectoriel Ay, qui est fourni avec une structure d’algébre de Banach par

(a, \)(b, B) == (ab+ Ba + A\b, AB);
(@, )" = (a*, N);
[, M= flall +[A]



pour tout (a,A),(b,5) € A@ C. La fonction a € A — (2,0) € A; est un isomorphisme isométrique
et lélément (0,1) est l'identité de A;. Si on identifie chaque a € A avec (a,0) € Ay, alors on écrit
(a,A) = a+ Ala,. Avec cette identification, A est un idéal de A;.

Néanmoins, dans le cas ou A est une C*-algébre, A; n’est pas nécessairement une C*-algébre. Mais,
pour devenir une C*-algébre, on peut modifier la norme sur A; de la maniére suivante :

Proposition 2.10 Si une C*-algebre A n’est pas unitaire, alors il existe une norme sur Ay qui fait de
A1 une C*-algébre.

Preuve. Pour tout a € A, et A € C, on définit ||a + A1 4| := sup{|lab+ \b|| . ||b|| < 1}. Avec cette norme
définie A; est une C*-algebre. O

Aprés la proposition précédente, si on considére une C*-algébre A qui n’est pas unitaire, alors A;
notera la C*-algébre unitaire obtenu par le procédure précédente.

Proposition 2.11 Pour tout a € A, ils existent b,c € A tel que a = be.

2.3 Stabilisation

Définition 2.12 Une C*-algeébre A est dite stable si AQ K ~ A. La stabilisation d’une C*-algebre A est
As:= AR K.

Proposition 2.13

1. K est ladhérence de Mo (C) = Uy Mn(C), c’est-a-dire K = li%mM"((C).

A® K est ladhérence de Mo (A) = Uy Mn(A).

KC est stable, c’est-a-dire KQ K ~ K.

La stabilisation d’une C*-algébre est stable.

Si A est stable, A ~ M, (A) pour tout n.

Sia: KK — K est une automorphisme, alors il existe un élément unitaire U € B tel que o = ad(U),

c’est-a-dire o(K) = UKU* pour tout K € K.

S Tt N

O

2.4 Algébre de multiplicateurs

Définition 2.14 Soit I un idéal non nul dans une C*-algébre A. On dit que I est essentiel, si pour tout
idéal J #0, on a INJ #0.

Théoréme 2.15 Soit A une C*-algébre. Alors, il existe une C*-algébre unitaire M(A) qui contient 4 A
comme un idéal essentiel. Cette C*-algébre unitaire a la propriété universelle : Si A est un idéal dans
une C*-algebre B, alors il existe un unique morphisme u: B — M(A) tel que p est Uidentité dans A. De
plus, p est injectif si et seulement si A est essentiel dans B.

A——B
R
M(A)
]

Remarque 2.16 Découle du théoréme précédent que pour tout C*-algébre A, M(A) est unique o un
isomorphisme prés. La C*-algébre M(A) est appelé algébre de multiplicateurs de A.

Il y a plusieurs maniéres de construire M(A) pour prouver le théoréme. On utilisera la construction
de R. Busby, qui utilise les double centralisateurs o multiplicateurs.



Définition 2.17 Un double centralisateur pour une C*-algébre A est une couple (L, R) des fonctions
L,R: A — A qui satisfait aL(b) = R(a)b pour tout a,b € A. L’ensemble de tous les doubles centralisateurs
pour A est noté par M(A).

Exemple 2.18 Si I est un idéal dans une C*-algebre A, et a € A, donc L, : b+ ab et Ry : b ba sont
fonctions de I vers I. Comme 'Ly (b) = b'ab = R, (V)b pour tout b, € I, donc (Lqg, Ry) est un double
centralisateur pour I.

Proposition 2.19 Si (L, R) est un double centralisateur pour A, alors L(ab) = L(a)b et R(ab) = aR(b)
pour tout a,b € A. De plus, L et R sont morphismes linéaires bornés avec ||L|| = || R]|.

O

Proposition 2.20 L’ensemble M(A) est une C*-algébre unitaire avec la norme et les opérations d’al-
gebre définie de la maniére suivante

(Ll,Rl) -+ (LQ,RQ) = (Ll + LQ,Rl + RQ);
(L1, Ry) (L2, R2) := (L1 o Ly, Ry o Ry);
ML, R) := (AL, AR), A€ C;

I(L, R)|| == [ LIl = [ R]|-

SiT: A— A est une fonction, on définit T*: A — A comme la fonction a — (T(a*))*. Alors, on a une
involution sur M(A)

(L,R)* := (L*,R").
Lélément (ida,ida) est Uidentité de M(A). De plus, il existe un morphisme injectif

A - A — M(A)
a +— (Lg,Ra)

O

Proposition 2.21 Soit A, B deuz C*-algébres non unitaires et p: A — B un morphisme surjectif. Alors,
© peut étre étendu & un morphisme ¢": M(A) — M(B) et il induite aussi un morphisme ¢': M(A)/A —
M(B)/B tels que le diagramme suivant commute

A M(A) —"2 M(A) /A

e

B T)M(B) —— M(B)/B

De plus, si ¢ est un isomorphisme, alors ¢ et " les sont aussi.

3 C*-modules hilbertiens

Ici, on va décrire ses propriétés basiques des C*-modules hilbertiens, on va aussi montrer quelques
exemples trés importantes. Tout au long, A note une C*-algébre qui n’est pas nécessairement unitaire.



3.1 Modules hilbertiens

Définition 3.1 Par un A-module & droite, on désigne un espace vectoriel X muni d’une loi externe

XxA = X
(r,a) — z-a

qui satisfait pour tout a,b € A, tout x,y € X et tout A € C les conditions suivantes
z-(a+b)=xz-a+x-b,

(x+y)~a:33~a+y-a,

x-(ab) = (z-a)-b,

AMz-a)=(Ax) -a=x-(\a).

D’une maniére similaire, on peut définir un A-module o gauche X. Quelque fois, on va écrire X4 pour
souligner qu’on voit I’espace vectoriel X comme un A-module & droite, et on va écrire aX pour souligner
qu’on voit ’espace vectoriel X comme un A-module o gauche.

Remarque 3.2 Dans toute la suite, si on dit un A-module on comprendra qu’il s’agit d’un A-module a
droite.

Remarque 3.3 Tout A-module & droite X est aussi un Ay-module o droite. En effet, on peut étendre
Uaction de la maniére suivante
x-(a+Ala) =z -a+ Az,

pour tout t € X, a € A et A € C.

Définition 3.4 Un A-module pré-hilbertien o droite est un A-module & droite X muni d’un A-produit
scalaire
(-, Yg: XxX—= A

qui satisfait les conditions suivantes :

(@) (x,y+pBz),=Xz,y),+0{x, z),, pour tout x,y,z € X et tout A\, € C;

(b) (z,y-a),=(x,y),a, pourtout xz,y € X et tout a € A;

() (z,y)s=(y,x)y, pourtout z,y € X;

(d) (x,x),>0, pour tout v € X;

Si en plus, on a (x, ), = 0 si et seulement si x = 0, X est appelé un A-module pré-hilbertien
séparé.

Remarque 3.5

e Les conditions (a) et (c), impliquent que (-, - ), est antilinéaire dans la premiére variable. En
eﬁet7 on a <)‘x+ﬁyv Z>A = ()‘<Zv x>A+ﬂ<Za y>A)* = )\<£L’, Z>A+B<yv Z>A; pOUT tOUt
x,y,z € X et tout A\, 8 € C.

e De la méme fagon, (b) et (c), impliquent que (x-a, y), = a*(x, y),, pour tout z,y € X et
tout a € A.

e Pour tout x,y € X, on a par sesquilinéarité

3
Yo, y),=> if(at+ify, z+ify),.
k=0

o L’adhérence de la *-algébre I = span{(x , y ), : x,y € X} est un idéal bilatére de A.

Remarque 3.6

e D’une maniere similaire, on peut définir un A-module pré-hilbertien (séparé) a gauche.
e Tout A-module pré-hilbertien (séparé) est aussi un Aj-module pré-hilbertien (séparé).

On va montrer les deux exemples élémentaires pour fixer idées, on construira des exemples plus
intéressant dans la suite.



Exemple 3.7 Les C-modules pré-hilbertiens séparés sont les espaces pré-hilbertiens sur C dans lesquels
le “produit scalaire” est antilinéaire dans la premiére variable.

Exemple 3.8 Avec Uaction de A par multiplication & droite, et le produit scalaire (a , b), = a*b, la
C*-algebre A est un A-module pré-hilbertien séparé qui est noté Aa. En effet, avec la définition du produit
scalaire donnée, les axiomes sont facilement vérifiés ; de plus, on a par la condition C* de A :

(a,a),=0&aa=0% [a*a| =0< [a|* =0« a=0.

De la méme maniére que les espaces pré-hilbertiens, on espére qu'un A-module hilbertien soit un
A-module pré-hilbertien séparé qui est complet par rapport a la norme définie par

1/2
|zl =112, @) a2

Heureusement, cette formula définit une norme ; la preuve découle des propriétés fondamentales d’une
C*-algebre.

Lemme 3.9 (L’inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit X un A-module pré-hilbertien. Pour x,y € X, on
a

<y7x>A<'r7y)AS||<x7'x>A”<yvy>A'

Preuve. Soit a:=(x, y),. Pour chaque t € R% ,
0<(z-a-ty,z-a—ty),=a(z, z),a-2ta"a+t*(y, y), < ({z, z) | -2t)a*a+t*(y, y),.
Donc, pour tout t € R% tel que [[(z, 2 ) ]| <t, ona

ta*a§t2<y, y>Aa

a'a <t(y, y)a- (1)

Alors, on a deux cas :
e Si|(x, z),|| =0, comme on a

lall* = la*all < tI{y . v )l

pour tout ¢ > 0, donc ||a|| = 0.
e Sinon, on prend ¢ := [[(z, ). De (T),

<y7x>A<x’y>A§”<xvx>A||<yvy>A'

(I
Remarque 3.10 Comme 0 < (y, z),(z,y), <|(x, z)4I{y, y),, donc
Iz y)al? =y s @)alz, y)all <UCay @) alllCy s y)all
Corollaire 3.11 Soit X un A-module pré-hilbertien. Pour tout x,y € X,
VIKz+y, 2yl <3 /I0z @)l +/10y s ) all
Preuve. Pour x,y € X, on a
{zty, z+y)al = Iz, )+ (e, y)at(y, 2)s+(y, y)al
< Nz, )l + 102 y)al + 10y 2)all + 10y v) Al
< Kz, @l 200, @) allVICy, w)al +1Cy, y)all
< (VI{z, @)l +VIKy 5 y)alD?
([



Corollaire 3.12 Si X est un A-module pré-hilbertien, alors la formule

1/2
ey =1z, @)l
définit une semi-norme sur X. Si X est séparé, ||-|| , est une norme. De plus, pour tout x € X et a € A,
- all 4 < [lall[[z]];. (2)

Preuve. D’aprés la définition [( Az, Az ) ]l = [N?[[{ @, x),]|; Vinégalité triangulaire découle du
corollaire [3.11} donc ||| , est une semi-norme. Si X est séparé, on a ||(z, ) ,|| =0 < 2 =0, donc [-|| 4
devient une norme. De plus, on a I'inégalité

2 * * 2 2
lz-aly =z a, z-a),l =lla*(z, 2)4all < lla*[[llzl%lall = lal*|lz]%-
(]
Corollaire 3.13 Pour x € X,
2l 4 = sup{ll{z, y)all : y € X llylla <1}
Preuve. D’aprés le Remarque [3.10] pour tout y € X tel que ||y|| 4, <1,
Iz s y)all < ll2llallylla < lzll4-
Si||z|l, =0, donc |[( =, y ) 4|| =0 pour tout y € X tel que |ly||, < 1. Sinon, comme
x [{z, z )l
I{z, ) = = [lz.4,
lella "4 ]| 4 4
et [|z/||z| 41| , = 1, on a I'égalité souhaitée. O

Corollaire 3.14 Soit X un A-module pré-hilbertien séparé. Le A-module normé (Xa,|-||,) est non-
dégénéré en le sens que les éléments de la forme x - a engendrent un sous-espace dense de X, i.e.

XX, X)) =span{z-(y, z),:2,y,2 € X}
est dense dans X en rapport a la norme ||| 4.
Preuve. Pour chaque n € N, soit P,(T) € R[T] le polynéome P,(T) =1— (1 —T)". Dés que P,(0) =0,
pour chaque n € N, donc on peut écrire P, (T) = TQn(T), ot Qn(T) = Qr(0) + Sp(T) et S,(T) € R[T].
Découle de 'égalité |t — tP,(t)| = |[t(1 — t)™] pour tout n € N et tout ¢ € [0,1], que la suite de fonctions
{tP,(t)}n converge simplement vers ¢ sur [0, 1], et en utilisant le Théoréme de Dini, on a que {tP,(t)},

converge uniformément vers ¢ sur [0, 1]. Alors la suite de fonctions {U, (t)}, ot U, (T) := (1 — P,)*(T)T,
converge uniformément vers 0 sur [0, 1]. Soit « € X avec ||z|| < 1, pour chaque n € N on construit

Yn = Qu(0)z +z-Su((2, 7))
Donc, la suite {y,} est dans X et pour tout n € N
(Z,yn)a = (2, Qu0)z+z-Su((, 2)4) ),
= Qu(0)(z, z)+(z, 2),Sn((2, ),)
= (2, 2)4(@Qu0)+Su((z, 7))
= (z, 2),Qn({z, z)y,)

= Pn(<x7x>A)



On affirme que la suite {z - (z, y, )4} converge vers x. En effet, on a
le—a- (@, gadaly = lz-(=Pul{z, @))%

= o (1= Pal{z, 2),) s o (1= Pal(a, 7)) )4l
= (1= Pu({a, ) )2, @) (1= Pal{z, @) 0)]
= =P, @) )X @, @) 4l
= 0= P2z, ) )@, @)
= U2, ),

pour chaque n € N. O

Remarque 3.15 Etant donné x € X, d’apres la démonstration du Corollaire précédent, il existe une
suite {xy, },, d’éléments de X associé a x, tel que x-(x , T, ), — .

Définition 3.16 Un A-module hilbertien est un A-module pré-hilbertien séparé X qui est complet par
rapport & la norme ||-|| 5. Il est appelé A-module hilbertien plein si lidéal I = span{(x, y), : z,y € X}
est dense dans A.

Si X et Y sont des A-modules hilbertiens, un morphisme de modules hilbertiens de X vers Y, est une
transformation linéaire ¢: X — Y qui respecte Uaction de A, c’est-a-dire, ¢(x - a) = ¢(x) - a pour tout
x € X eta€ A. Une autre maniére de le dire est que ¢ est A-linéaire.

Remarque 3.17 Si X est un A-module pré-hilbertien, donc N' = {z € X : (z, z), = 0} est un
sous-A-module de X. Le complété séparé de X (le complété de X/N') est un A-module hilbertien.

Exemple 3.18 Les C-modules hilbertiens sont les espaces hilbertiens sur C dans lesquels le produit sca-
laire est antilinéaire dans la premiére variable.

Exemple 3.19 Le A-module pré-hilbertien séparé A 4 est un A-module hilbertien plein. En effet, la norme
dans Ax est Uusuel de la C*-algébre A : ||(1H124 = l{a, a),ll = lla*al| = ||a||*. Découle de la Proposi-
tion [2.11), qu’il est plein. En général, si I est un idéal bilatére fermé propre dans A, alors I est un
A-module hilbertien qui n'est pas plein, car Uadhérence de span{(i, j ), :i,j €1} est 1.

Exemple 3.20 Soit p un projecteur dans A. Alors Ap := {ap : a € A} est un pAp-module hilbertien
avec produit scalaire (ap , bp ) , == pa*bp. Les propriétés algébriques sont faciles de vérifier, et la norme
coincide avec la norme usuelle sur Ap, vu comme sous-ensemble de A :

2 *
lapllyu, = I ap , ap ), 4,1 = llpa*apll = [lap|*.

Comme Ap est un sous-espace vectoriel fermé de A, il est complet. De plus, il est plein car les produits
de la forme a™b sont denses dans A.

Exemple 3.21 Soient T un espace Hausdorff localement compact, et H un espace hilbertien. Alors,
X:=Co(T,H) ={x: T — H : x est continue et t — ||x(t)|| € Co(T)},
est un Co(T)-module hilbertien avec les opérations
(@ )t) ==z f@), et (z,y)gm®) = (y)[z())

Exemple 3.22 (Somme directe) Soit {X;}?_; une famille des A-modules hilbertiens. C’est un calcul
facile montrer que

@Xl = {(ml)le = (£C1,£L'2,‘ . ,SUn) X € Xz}
=1



est un A-module & droite par la action (z;)}'y - a = (x; - a)fy, pour tout (x;)7_, € Pi_ 1 X;, et a € A.
On définit un produit scalaire sur @;_, X; de la fagon suivante

n

(@i Wi da =) (@i, vi)a

i=1
De plus, on a

)il = ¢ @iy s (@i ) all =

n
§ $Z7$z

Comme

n
0§<.’L’i,flfl E 33'1733’1 A
i=1

pour tout (z;)!_; € P, X;, on a

n

n
2
<D Wi @iall = llzills.
i=1

lzsll% = (@i, @i )4ll <

Z $¢,xi>A

=1

Alors,
n 1/2
. n 2
maz{||zill 4 : i=1,---,n} < |(zi)iilla < (Z'miHA> ;
i=1

pour tout (z;); € @, X;. Donc, @, X; est complet par rapport a la norme ||-|| , puisque chaque X;
est complet par rapport & la norme |- 4. C’est-a-dire, @, X; est un A-module hilbertien. De plus, en
appliquant Uinégalité de Cauchy-Schwartz (Lemme|3.9) on a

I @)y s ()i Y all® < Ia)im Lall @)zl as
d’ou

2 n

Z<xi733i>,4

i=1

n

Z<yi7yi>,4

i=1

Z Tiy Yi) < ) (3)

pour tout (z;)1 1, (yi)iy € B X.

Si pour chaque 1 < i <mn, X; est le méme A-module hilbertien X, alors on va noter

_éx.
=1

Exemple 3.23 Comme cas particulier de l’exemple précédente, la somme directe de n-copies de Ay
(dénoté par A™) est un A-module hilbertien ou

(@) By )a =D ar, by = Za b
i=1

pour tout (a;)i_y, (b;)7_, € A™. Par Uinégalité (3) on a

Zn: brb;
=1

pour tout (a;)_q, (b)), € A™.



Proposition 3.24 Soit {X;}ien une famille de A-modules hilbertiens. Alors

@X7 = {x = (x;) € ﬁXz i (i, x; )4, converge dans A}

=1

est un A-module hilbertien avec l’action a droite

pour x = (z;) € @2, Xi, a € A et le produit scalaire

00
E -'171 ) yz A
=1

pour x = (2;),y = (y;) € Byq Xs.

Preuve. D’abord, on va montrer que ces formules sont bien définies. L’action de A sur @fil X; est bien
définie, en effet, pour n < m, d’aprés 'inégalité on a

2 2 2
(i - a)iZnlla = ()il - alla < llall®[l(0)iZnlls,
m

Z(xi-a,mi-a

i=n

< [lal®

m
§ xl? x’L

Comme les sommes partiales de > =, (z; , 2; ) 4, sont Cauchy7 on a montré que >~ (x;-a, x;-a),
converge dans A, donc x-a := (z; - a) appartient & @;-, X;. Pour voir que la formule du produit scalaire
est bien définie, supposons que m < n et on utilise I'inégalité pour montrer que

2

m m m
Z<$i7yz‘>A < Z(%‘JUHA Z<yi7yi>A
i=n i=n i=n

Comme les sommes partiales de > o (@;, z; ) 4 et de D=, (y; , yi )4 sont Cauchy, on a montré que
Sooe (@, yi )4 converge dans A, donc (x, y ), appartient a A.

C’est un calcul facile de voir que @;-, X; est un A-module pré-hilbertien séparé. Démontrons qu'il
est complet, on suppose que la suite {x" = (z7)},, est de Cauchy dans @;-, X;. Pour tout n € N et
1 €N, ona

[ee]
2 2
i la = ICai s @i )all < Z all = 0™ x4l = (%"

=1

Donc, fixé i € N, chaque suite {z'},, est de Cauchy dans A et il converge vers un x; € A. On va montrer
que x := (z;) € ;o X; et que la suite {x"}, converge vers x. Pour montrer que x € @;°, X;, on va
démontrer que pour tout € > 0, il existe p € N tel que si m > n > p alors

m
Z(xi,xiu <€ (4)
i=n
Pour chaque x = (z;) € [[;2; X; et n < m, on définit
m 1/2
Hx‘n,m = Z<$i7 z; >A
i=n
De plus, si x € @;-, X;, on a
m o0
Z<xlv T4 >A§Z<$Za 1'1>A’
i=n i=1



donc ||x[|n,m < ||x|| 4 pour tout n < m.

Comme la suite {x"},, est de Cauchy, donné € > 0, il existe N € N tel que

k l €
X" —x < -,
ok~ < &
pour tout k,1 > N. On choisi P € N tel que

1/2

(e e)
Z<va ’ mf\l >A
i=P

On fixe m,n > P, donc on peut trouver M > N (M ne dépend que de m et n) tel que [|x — xM ||, < €/3.
Alors

< £
3

Ixllnm < llx— XMHn,m + ||XM - XN”n,m + HXN”n,m

M

< fx-x n,m+||XM_XN||A+

i=P
Dés que le terme de droite de 1D est égal a ||X||%m et comme P ne dépend que de €, on a démontré que
X € @zl X;.

Soit € > 0, donc il existe N € N tel que [|x™ —x™|| , <€, pour n,m > N. Alors, pour n’importe que
keN,

k
n n 2
E <xz_‘rz y Ly — &4 >A <€
=1
et si on prend m — oo, on a
k
n n 2
E <1'i_1'i,1'i_1'i>,4 <€, (5)
i=1

pour tout n > N. Comme x € @, X;, donc x” — x € @;2, X;, et comme () est valable pour tout
keN, ona|x™—x|, <epourn> N. Ceci compléte la preuve.

Exemple 3.25 (Le module hilbertien standard Ha) Si on considére X; = Aa pour tout i € N, par
la Proposition précédente

o0 oo (o)
Hy = @AA = {a = (a;) € HA : Zafai converge dans A}
i=1 i=1 i=1

est un A-module hilbertien, il est appelé le module hilbertien standard sur A.

3.2 Opérateurs adjointables

De la méme fagon que les espaces hilbertiens, nous étudions les opérateurs sur les modules hilbertiens.

Définition 3.26 Soient X et Y des A-modules hilbertiens. Une fonction T: X — Y est un opérateur
adjointable, s’il existe une fonction T*:Y — X qui satisfait la condition

<T(‘T) ; y>A = <$, T*(y) >A7
pour tout © € X, y € Y. La fonction T est appelé adjoint de T'.

Lemme 3.27 SiT: X — Y est adjointable, alors son adjoint est unique et adjointable avec (T*)* =T.
SiT: X =Y etS:Y — Z sont adjointables, alors SoT: X — Z es adjointable avec (S oT)* =T* o S*.
De plus, si T: X — Y est adjointable, alors T et T* sont morphismes A-linéaires bornés.
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Preuve. Sl existe une autre fonction 77: Y — X tel que (T'(z) , y ), = (@, T'(y) ) 4, pour tout = € X,
yeY. Alors, (z, T'(y) ), =(T(x), y),=(x, T*(y) ) 4, pour tout = € X, y € Y. Comme le produit
scalaire est définie positive, donc 7" = T™*.

Si S et T sont adjointables, on a ( S(T(z)) , z ), = (T(x), S*(2) ), = (x, T*(S*(2)) ) 4, pour tout
x € X, z€Z. Alors SoT est adjointable avec (S oT)* =T* o S*.

Si(T*(y), z),=(y, z),, pour tout y € X, donc T'(z) = z. Alors

G(T):={(z,2) : (T"(y), x ), =(y, 2 )4, pour tout y € X}, (6)

est un sous-module fermé de X @Y, donc T est A-linéaire (de la méme fagon T est A-linéaire). De plus,
Dégalité (6) montre que le graphe de T (et de T*) est fermé, donc T (et T*) est borné.
O

Définition 3.28 Si X et Y sont A-modules hilbertiens, alors on va noter par L(X,Y) l’ensemble de tous
les opérateurs adjointables de X vers Y. On note aussi L(X) := L(X, X).

Proposition 3.29 Soient X, Y deux A-modules hilbertiens. Alors, la fonction

= £OXY) = R
T = sup{|(T(x), y)all - zeXyeYetzl, <1, llyll, <1}

est une norme pour L(X,Y).

Preuve. On sait, d’aprés le Corollaire que pour tout z € X

1T (@) 4 = sup{l{T(x), y)all v €Y llyla <13}

Donc
sup{[[{T(x) , y)all : 2 €XyeYet |z, <1, [lyll4 <1} =sup{[|T(2)]|4 : z€X, |lzf|, <1}

Cette derniére égalité montre que la fonction ||| est la restriction de la norme usuelle pour les opérateurs
bornés sur les espaces vectoriels normés. (I

Remarque 3.30 D’aprés le Lemme L(X) est une sous-algébre de ’algebre de Banach B(X). De
plus, T — T* est une involution dans L(X).

On va montrer dans la suite, un opérateur linéaire borné sur une A-module hilbertien qui n’est pas
adjointable.

Exemple 3.31 (Un morphisme linéaire borné qui n’est pas adjointable) Soient A = C([0,1])
et J={f €A : f(0) =0} Or, A et J sont A-modules hilbertiens, on considére le A-module hil-
bertien X := A® J, et on définie la fonction T: X — X par T(f,g) = (g,0). C’est facile de voir que T est
A-linéaire et borné avec |T|| = 1. De plus, si T est adjointable, en considérent (f,g) := T*(1,0), alors
pour tout (h,k) € X

k=(T(h.k), (1.0)), = ((hk), (f9) )4 =hf+kg,

d’ot f =0 et g =1, une contradiction avec la condition g(0) = 0. Donc T n’est pas adjointable.
Corollaire 3.32 Soit X un A-module hilbertien. Alors, L(X) est une C*-algébre.
Preuve. SiT es adjointable, on a 1’égalité

KT(@) s y)all=I1Cz T dall = KT () s 2 )4l = 1T () » ) Al

donc
1T = sup{[[{ T(x) , y)all - x€XyeVYet 2], <1, lyll4 <1} =T

Alors, £(X) est une *-algébre de Banach. De plus, comme pour x € X tel que ||z]|, <1, on a
2 * * * 2 *
[T @)y =I{T" o T(x), )4l < T o T(@)|allzll4 < 1T 0 Tll[|xlly < [T o T,
donc ||T||?> < ||T* o T||. Par ailleurs ||[T* o T|| < || T*|||T|| = ||T]|?. Alors, £(X) est une C*-algébre. O
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Lemme 3.33 Soit X un A-module hilbertien et T un morphisme linéaire de X vers X. Alors, T est un
élément positif de L(X) si et seulement si ( T'(x) , x ), > 0 pour tout x € X.

Preuve.

[=]. Si T > 0 dans £(X), donc T'= S* o S pour un S € L(X) et (T(z), ), = (S(x), S(x)), >0
pour tout x € X.

[«<=]. Si (T(x), ), > 0 pour tout x € X, donc (T'(x), x ), = (z, T(x) ), pour tout € X. D’aprés
I’identité de polarisation

3

k=0

onaque (T(z), y), = {(x, T(y) ), pour tout =,y € X. Alors, T est adjointable avec 7% = T. Du
calcul fonctionnel, on peut écrire T' =S — R avec S, R > 0 dans £(X) et Ro S =S50 R = 0. Pour tout
x € X,on a

0<(ToR(x), R(z)),=—(R(x), z),

Comme R? > 0, ( R3(z), ), = 0 pour tout € X, donc R3 = 0 par l'identité de polarisation, d’out
R =0. Donc T = S est positif. |

Lemme 3.34 Soient les A-modules hilbertiens X1, Xo, X3. Pour x € Xy et y € Xo, on construit la

fonction
ex,y : X2 — X1
z = x-(y,2),

Alors, 0. € L(X2,X1) avec 05 , =0, .. De plus, siu € Xp, v € X3, T € L(X2,X1), S € L(X3,X2), alors
To eu,v = 9T(u),v ) Hr,y 0§ = 91»5*(9)'

En particulier,

ear,y Oau,’u = 01( Y, u)av oaz,v-(u YV
Preuve. Pour x,2' € Xy et y,3" € Xp, on a égalité
(Ooy (), @) a=C(z-(y, ¥ )a, 2 )=y (2,2 ) )=V, 0ya(a) ),
De plus, pour u € Xy, v € X3, T € L(X2,X1), S € L(X3,X3), on a
Tobuw(z)=T(u-(v, 2),) =T(u) (v, 2),=0r@w),.(2),

et
OoyoS(E)=a-(y, () )s=a (S(y), 2 )4 =0bus) ()

Notation 3.35 Pour chaque couple des A-modules hilbertiens X et Y, on va noter
O, X):={0,, : ze X, ye Y}
On va aussi noter, ©(X) := O(X, X).

Remarque 3.36 C’est un calcul facile montrer que Opyyr y = Opy + 0y y €t Op yiy = 0y y + 05 4, pOUT
tout z,x’ € X1 et y,y € Xs.

Définition 3.37 L’adhérence du sous-espace vectoriel engendré par ©(Y,X) dans L(Y,X) sera noté par
K(Y,X). On note aussi K(X) := K(X,X) et K4 :=K(Ha).

Corollaire 3.38 Pour tout A-module hilbertien X, IC(X) est un idéal bilatére fermé dans L(X).

Preuve. Par le Lemme l’ensemble O(X) est fermé par composition & gauche, composition a droite
et involution, donc K(X) est un idéal bilatére. De plus, K(X) est fermé dans £(X) par définition. O
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Exemple 3.39 Si X est le C-module hilbertien H, alors L(X) = B(H) et K(X) = K(H).

Exemple 3.40 Si X = Ay. Chaque a € A définit un morphisme Ly: A — A par multiplication & gauche,
i.e. Lq(b) = ab pour tout b € A. De plus, le morphisme L+ est ladjoint de Lo, donc L, € L(A4); et
comme || Lol < |la|| et ||La(a®)|| = llalll|la*]], on a que ||Lq|| = ||al|. Alors, la fonction

L: A — ,C(AA)
a +— L,

est un isomorphisme de A vers un *-sous-algébre fermée de L(Aa). Or, Oqp(c) = a(b, c), = ab'c =
Loy (c), K(Aa) est adhérence de l'image sous L de ’enveloppe linéaire des produits dans A. Découle de

la Proposition que A = A2, donc L est un isomorphisme entre A et K(A4).

Soit {X;}7; une famille de A-modules hilbertiens. Pour chaque 1 < j < n, on définit
Uj : Xj — @ X1
i=1

r o= (@)
oux; =xsij=ietx; =0sii#j. Comme pour tout z € X; et (y;)1~, € P.—_, X;, on a
<U](x) ) (yl)?zl >A = <x7 yj >A7
donc U; € L(X;, D, X;) avec

U; : éxl — Xj
i=1

()i =
Alors, on a construit une famille de opérateurs adjointables de A-modules hilbertiens {U;}?; tel que
« gro_ Joddx, st Q=4
UiOUJ_{o si i # 7,

Y UioU; =idgy  x,-
i=1

Lemme 3.41 Soit {X;}*_, une famille de A-modules hilbertiens. Alors

LIEDX) = {(Tij)nxn : Tij € LIX;, %)}

i=1
IC(@XZ) >~ {(Ti,j)nxn = Tiy € K(X;5,X)}
i=1
Preuve. On a les fonctions bien définies
‘C(@?:l Xi) — {(Ti,j)an 1T € E(X],Xz)}

T — (Ui*OTOUj)an

et
{(Tij)nxn + Tij € L(X5, X))} — LB, Xi)

n
(T )nxn = Y UioTy;oU;

ij=1
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De plus, comme

ZUoUoToU oUs = (ZUOU) o En:UjoU; =T,
j=1

4,j=1
et
n n
(Z UioT;joUf)oUs = Z UgoUjoT;joUjoUs=1T;s,

i,j=1 i,j=1

on obtient I'isomorphisme. D’aprés le Lemme comme l’ensemble © est invariant par rapport a la
composition a droite ou & gauche, donc le deuxiéme isomorphisme découle facilement du premiére. (Il

Corollaire 3.42 Si X est un A-module hilbertien, alors
LX) = Mp(L(X)),  K(X™) = M, (K(X)).

De plus, K(A™) ~ M, (A) et K4 ~ K ® A.

Soit X un A-module hilbertien. Pour chaque x € X, on construit la fonction

L, : AA — X
a = Tr-a

Comme
<L1(a)ﬂy>A:<w'a7y>A:a*<x7y>A:<a7 <x7y>A>A’
pour tout y € X et a € A. Donc L, € L(Ax,X) et

Li(y)=(z, y)a

Remarque 3.43

e Pourx € X, on a
Lol = (L3 ] = sup{l[{z 5 y)all = Nylla <1} = [l 4
o Pour z,x’ € X, alors Lyt = Ly + Ly dans L(Aa,X). En effet, on a
Lyyw(a)=(x+2)-a=z-a+12 -a= Ly(a)+ Ly (a),

pour tout a € A.
e Pourxz € X et A€ C, alors Ly, = AL, dans L(Aa,X). En effet, on a

Lyz(a) = (A\x)-a= A x-a= AL,(a),

pour tout a € A.
e PourxeXeta€ A, alors Ly.q = 0y 4+ dans L(Aa,X). En effet, on a

Lyob)=(z-a)-b=x-(ab) =0y, (D),
pour tout b € A.

Lemme 3.44 Soit X un A-module hilbertien. Alors, application x — L, est un isomorphisme linéaire
isométrique de X sur K(Aa, X).

Preuve. Que la fonction L soit un morphisme linéaire isométrique, provient de la Remarque [3.43] Il reste
démontrer que la fonction L est surjective. Par la Remarque [3:43] on sait que 'image de L est fermée et
que ©(A4,X) C L(X). De plus, découle du Corollaire que L(X) C K(A4,X). Comme, O(A4,X) est
dense dans K(A4, X), donc L(X) = K(A4, X). Alors L est un isomorphisme linéaire isométrique. O
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Remarque 3.45 Soit le morphisme M € K(Aa®X) tel que M = M* et M anticommute avec (1 0 )

0 -1
0o L
M(Lx 0).

En effet, comme M € K(Aa & X), découle du Lemme qu’il existe T € K(X,A4), S € K(Aa,X),

R e K(X) et a € A, tel quel M = (g ;) Or, M = M* et M anticommute avec <(1) 01> donc

M = ( 0 T). D’apres le Lemme |3.44), il existe un unique x € X tel que T* = L, donc

T 0
0 L
= (5.

Proposition 3.46 Soit X un A-module hilbertien. Pour chaque x € X, il existe un unique y € X tel que

Alors, il existe un unique x € X tel que

=y (Y, y)s="0yyy).

*

Preuve. Pour chaque z € X, le morphisme (l? Ig”) est autoadjoint dans K(A4 @ X). Si f(z) = /3,

par le calcule fonctionnel, on a que f ( 0 Lz

L, O
1 0 .
g _1 ) puisque
-1 0 0 L L
(9 96 2) - 6)
0 L 0 L
Alors, par le Remarque [3.45} il existe un unique y € X tel que f Ly = . Comme,

0 L\ _ (0 L\’ _ 0 LioLyolLs,
L, 0)~\z, o) “\r,0L;0L, 0 ’

donc Ly = Lj o Ly, o Ly. Découle de 'égalité

> € K(A4x @ X) est autoadjoint et anticommute avec

(z,2),=L3(2) = Ly(Ly(Ly(2)))
= (¥, y (Y, 2)a)4
= <y7y>A<yaZ>A
- <y'<yay>AaZ>A7
pour tout z € X, que x =y -(y, ¥y ),- O

Dans la suite, on va montrer une technique qui servira pour démontrer que deux A-modules hilbertiens
sont isomorphes.

Lemme 3.47 Soient X, Y deux A-modules hilbertiens. S’il existe un morphisme T € L(X,Y) tel que
T(X) est dense dans Y et T*(Y) est dense dans X. Alors, X et Y sont isomorphes comme A-modules
hilbertiens.

Preuve. Dés que les morphismes T et T™ sont continus d’image dense, la composition T* oT" est d’image
dense, donc le morphisme |T| = (T* o T)'/2 est d’image dense. D’un autre coté, on a

(T(x), Ty )a= (2, T"0T(y) )4 =(x, [TPy))a=(ITI(x) . |TI(y) )4
pour tout z,y € X, donc on peut définir 'isométrie

w: T(X) — [T|(X)
T(x) = [T|(z)”’

qui est A-linéaire dés que T et |T'| sont des morphismes A-linéaires. Comme 7' et |T'| sont des morphismes
d’image dense, u peut étre étendu & une isométrie U de Y sur X, qui est de plus A-linéaire. O
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Théoréme 3.48 Soit X un A-module hilbertien. Alors, la correspondance

LX) = M(K(X))
T — (Tl, TQ)

avec T1(0z,y) = Or(a),y €t To(Ozy) = Oy 1+ pour tout x,y € X, définie un isomorphisme entre L(X) et
M(K(X))-

Preuve. Etant donné T € L£(X), d’aprés le Lemme m, pour chaque S dans le sous-espace vectoriel
engendré par ©(X), on a T1(S) = T o S et T5(S) = S o T dans L(X), donc ||T;(S)|| < ||T|IIIS||, pour
i =1,2. Alors T} et Ty peuvent étre étendus a opérateurs bornés sur IC(X). De plus, c’est un calcul facile
de montrer que (T3, T>) € M(K(X)). Si T1(64,») = 0, pour tout u,v € X. Alors,

T@)=TwW-(y, y)a) =TW) (Y, y)s=010)yu) =T1(0y4)(y) =0,

pour tout z € X, donc T' = 0. C’est-a-dire, la correspondance est injective.

Soit (Ty,Ts) € M(K(X)). Etant donné = € X, si {z,,}, note la suite associé a x, tel que 0, ,(z,) —
(voir le Corollaire [3.15]), on définit

T(z) := lim T1(04)(zn),

et

e Etant donné z,y € X, on a

(2, T"(y) ) a = Mm (Opu(zn), To(0yy)" (Yn) ) 4

= lim < Tg(ey,y) o 0I,l(xn) y Yn >A

n—roo

= lim (0, 0T1(0r2)(Tn), Yn)a

n—oo

= < T(m> ) >A’

donc T € L(X).
e Etant donné z,y € X, on a

TI(HGI,I(xn),y)(Z) = Tl(ewﬂc © ewn,y)('z) = Tl(ew,os) © Ha:n,y(z) = Tl(ew,w)(xn) : < Yy, =z >A’

pour tout n € Net tout z € X, donc T (0;,y) = 07(z),y- D'une maniére similaire, 75(6,,y) = 0, 7+ (y)-

Corollaire 3.49
ﬁ(HA) ~ M(/C(HA))

3.3 Produits tensoriels de modules hilbertiens

Soit A et B deux C*-algébres. On considére X un A-module hilbertien, Y un B-module hilbertien,
et ¢: A — L(Yp) une application complétement positive. Alors, on peut considérer le produit tensoriel
algébrique de X et Y sur C, X® 'Y qui est un B-module, par ’action & droite

(Z%@yz) b= Zwi ® ys - b,
i=1 i=1
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et on peut aussi définir sur X ® Y, une B-produit scalaire de la suivante maniére
n m n m
i=1 j=1 g i=1j=1

En effet, on a les conditions suivantes :

°
<in®yz-, S ey -b> :<in®yi7zw§-®y}~b>
Py = B i=1 J=1 B
= Z<yza¢(<x77‘r]>A)(y; b)>B
i=1 j=1
- Zz<yl’¢(<x”xJ>A)y;>B b
i=1 j=1
:<in®yivz$;‘®y3> b
i=1 j=1 B
°

<sz®yl,2x;®yj> =D (s (i, @) ) ) s
i=1 J B ]

1

i=1 j=1
m n
:Z <y;7¢(<xl,x;>A)*y7.>B
Jj=11:=1
m n
~(Saen Y mon)
j=1 i=1 B

e Comme la matrice ZZ]':1 eij®(xi, xj ), € My(A) est positive et 1 ® ¢: M,,(A) — Mp(L(Hp))
est une application positif, on a

<(yk)7$_1, 1@¢ | Y ey @ (i, x), (yk)’;}_1> = Z ((p)izrseij @ o({ @i, 25 ) ) ((YK)ie1)) g

i,j=1 g b=l

= Z <(yk)2=17(0"" 7¢(< Zi, Tj >A)yj7"' 7O)>B
= Z <yla¢(< Li, Ty >A)yj>B

= <Z$z ®yi,zxi ®yi> )
i=1 i=1 B
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donc
n n
<Z$i®yi,zmi®yi> > 0.
i=1 i=1 B
L’ensemble
Nxy :={ze XY :(z,z);=0},

est un sous-espace vectoriel de X®@Y, qui est invariant par ’action de B et on a la propriété (z , y )5 =0
pour tout z € XY et y € Nx y. Donc XOY /Nx vy est un B-module pré-hilbertien séparé avec le B-produit

scalaire

n m n m

<sz @ Yi +NX,Y72$;‘ ®Y; +Nx,v> = <Z$z @ Yi ng ®y§> :
i=1 j=1 B i=1 j=1 B

Le complété de X ® Y/Nx vy par rapport a la norme induite par ce B-produit scalaire est un B-module
hilbertien, il est appelé le produit tensoriel intérieur de X et Y, et il sera dénoté par X ®, Y. De plus, il
existe une action canonique de A sur X ® Y définie de la maniére suivante

<Z$i ®yi> S0 = Zwi'a®yi;
i=1 i=1

d’aprés l'inégalité
n n
i@ mica, zia), <lal* | Y e ® (i, w5,
i,j=1 i,j=1

dans M, (A) et le fait que ¢ est une application complétement positive, on a

<<Z$z ®yi> - a, <Z$z ®yi> 'a> < Jlalf? <Z$z ®yiazxi ®Z/z‘> : (7)
i=1 i=1 B i=1 i=1 B

Découle de I'inégalité que le sous-espace vectoriel Nx y est invariant par A, donc on peut bien étendre
I'action canonique de A sur X ®4 Y,

(in®yi+/\&7y> -a::in-a®yi+Nx,y.

=1 =1

Exemple 3.50 Soient X un A-module hilbertien, H un espace hilbertien. Si on considére lapplication
complétement positive ¢p: C — L(X), A — (¢p(N)z = Ax). Alors, on construit le A-module hilbertien
H ®¢ X qui sera dénoté par H @c X. L’action de A est donnée par

(i Aihi ® ai) ca= Xn: Aih; ® asa,
i=1 im1

et le produit scalaire est donné par

i=1 Jj=1

A i=1j=1

Soient les modules hilbertiens X4, X'y, Y, Y7, les applications complétement positifs ¢: A — L(Y ),
@'t A — L(Y'), et les morphismes T € L£(X4,X/y), S € L(YB,Y'B) tel que ¢'(a) 0 S* = S* o ¢(a) pour
tout a € A. Si on définit la fonction

T®S: XY — X @g Y
Z T QY Z T (i) @ S(yi)
i=1 i=1
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Dés qu’on a I’égalité

<T®S <sz®yl> ,Zx;®y§>
j=1 B

i=1 =1

<ZT 1’1 ®S yz Zm ®yg>
j=1 B

Z ) T(JI,L) ’ $; >A)y.; >B

1j=

Il
NgE

=

3

3

I
INgE

<yl ) ¢ (< Li T*(.ﬁ;) >A)S*(y;) >B

Il
o

i=1j

n

xz®yzaZT* ®S* y])>
B

(Eren
-

M:

2@y, T © 8™ | Y af©y; > ,

1 j=1 B

3

donc T® S € L(X ®e Y, X’ Qg Y/)

4 Le théoréme de Stinespring

Définition 4.1 Un ensemble d’éléments {x;}ic; dans un A-module hilbertien X est appelé un systéme de
générateurs pour X, si les sommes finies {Y_, xi, -ar : ar € A} est dense dans X. Un module hilbertien
qut a un systeme dénombrable de générateurs est appelé dénombrablement engendré.

On va montrer une autre caractérisation du module standard H 4, en utilisant le produit tensoriel
intérieur, qui sera utilisé pour démontrer le théoréme de stabilisation de Kasparov.

Lemme 4.2 Soit H un espace hilbertien séparable de dimension infinie. Alors, le produit tensoriel inté-
rieur H @c A et Hy sont isomorphes comme A-modules hilbertiens.

Preuve. Soit {e;}$2; une base orthonormale de H. Si Hg := span{e;}, donc Hyo ©¢ A est dense dans
H ¢ A. On définit
a Ho x A — HA

<Z )\ieiaa> = (Alav)\Zaa"' 7)\na703"')
i=1

C’est évident que « est une transformation bilinéaire, donc il existe une transformation linéaire ¢ de
Ho ©¢ A vers Hy tel que ¥(e; ® a) = a(e;, a) pour tout i € N et tout a € A. De plus,

(e a), ve; ©a')) 4 = {alesa) , alej,d) >A—{ (a. w0y, dicy
/ ’ 0 si i # j,
<e¢®a,ej®a>A=(e¢|ej)<a,a>A={<a’a,>A iz

Donc, on a les égalités
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C’est-a-dire, ¢ est un morphisme de A-modules hilbertiens qui préserve le produit scalaire. Soit (a,) € Hy,
on a

2 2
”(an) - (ah'" 7ak>07"')||A = ”(07 ﬂ07ak+1ﬂak+27"')”A
= ||< (Oa 7Oaak+lva‘k+27"') 3 (Oa 70aak+17ak+27"') >AH
oo
- | ],
i=k+1
pour chaque et chaque k € N. Dés que > i~ afa; converge dans A, donc la suite {(a1,---,ax,0, - )}x

converge vers (a,) dans H4. Comme

k
(CLI)"' ’akaoa"'):w(zei®ai)7
=1

donc (a,) appartient & la cloture de I'image de . Alors, 1 est d’image dense, donc on peut l’étendre a
un isomorphisme de A-modules hilbertiens entre H ®c A et Hy. a

Remarque 4.3 Soit A une C*-algébre qui n’est pas unitaire. On identifie Hy avec H @c A et Ha, avec
H ®c A1. Sii note Uinclusion de A dans Ay, donc 14y ® i: Ha — Ha, est un morphisme isométrique
de modules hilbertiens et son image est Ha, - A, puisque h® a = (h®14,)a dans Hy,. Alors Ha est
isomorphe 4 Ha, - A comme modules hilbertiens.

De plus, si X est un A-module hilbertien, on peut voir X comme un Aqi-module hilbertien et obtenir un
morphisme isométrique 1x @ (13 ® 1): X® Hy — X ® Hy, avec image (XD Ha,) - A puisque X - A = X.
Alors X @ Hy est isomorphe & (X@® Ha,) - A comme modules hilbertiens.

Théoréme 4.4 (Stabilisation de Kasparov) Soit X un A-module hilbertien dénombrablement engen-
dré, alors
X@&Ha ~Hy,

comme A-modules hilbertiens.
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Preuve. D’abord, si u: Hq, = X @® Hy4, est un isomorphisme de A-modules hilbertiens, on peut obtenir
un isomorphisme de Hy, - A sur (X@® Hya,) - A. D’aprés la Remarque on obtient un isomorphisme
entre X ® H4 et Hy. Alors, on peut supposer toujours que A est unitaire.

Comme X est dénombrablement engendré, donc on peut choisir un systéme dénombrable de générateurs
{Zn}nen tel que pour chaque m € N il existe une infinité de z, tel que z, = z,,. D’aprés le Lemme
précédent, on voit Hy = H ®c A, ot H est un espace hilbertien séparable de dimension infinie. Si
{hn}nen est une base orthonormale de H, donc c’évident que {e, := h, ® la}pen est un systéme
dénombrablement engendré pour Ha et que (e, , ey ) 4 = dn mla. Pour chaque n € N, on pose

Yn = (27 "2, 47 "e,) € XD Hy,

donc -
T:= Z eyi,ei
i=1

appartient & L(H4,X® H4). On a

o0

T(en) = Z Oy, e.(€n)

i=1

(o)
= D ui-(ei,en)y
=1

= 27”(557” 0) + 4771(03 6n)

et si x,, = x,, donc
T(2em) = (X5, 0) +277(0, € )-
Puisqu’on a supposé qu'il y a une infinité de m tel que z,, = x,, on a que (z,,0) appartient & ’adhérence

de T(Ha) et comme
(0,en) =T(4"ep) — 2" (xy, 0),

donc (0, e,) appartient aussi & 'adhérence de T'(Hy4). Alors T(H4) = X @ Ha4. De plus,

o0
* p—
T _E 961’;?]1'7
i=1

donc on a T'(4"e,,) = (0,€e,), d’ott T*(X @ H4) = Hs. D’aprés le Lemme on a fini la preuve. O

Théoréme 4.5 (Stinespring) On suppose que la C*-algébre A est séparable, la C*-algébre B a des
unités approchées dénombrables. Soit ¢: A — L(Hp) une application complétement positive, alors
1) 1l existe un *-homomorphisme m: A — L(Hp) et un élément V € L(Hp) avec la propriété,

¢(a) =V om(a)oV,

pour tout a € A. Si A est unitaire, alors m peut étre choisi unifére.
2) Si A est unitaire et ¢ est unifere, il existe un homomorphisme unifére

0:A— L(Hg @ Hp)

tel que pour tout a € A, ¢(a)®0 = goo(a)oq, ot q € L(Hp @ Hp) est la projection sur le premier
facteur directe. Si la C*-algébre A est non unitaire, alors ce reste valide si ||p|| < 1.

Preuyve. D’abord, on considére que A est unitaire. On prend le B-module hilbertien £ := A ®4 Hp et
on définit le *-homomorphisme unifére 7’: A — L(E) comme 'action canonique de A sur E. On définit
les fonctions
W: Hp — E
X — 1®x+ NA,HB ’
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|- AGHp — Hp
n n
Zai RX; > Zqﬁ(al)xl ’
=1 =1

Comme lapplication ¢/ = 1® ¢: M, (A) — M, (L(Hp)) est positif, donc ¢'(a*)¢'(a) < ||¢'(1)||¢’ (a*a) et
on a l'inégalité

(5o

Donc W*(Nan,) =0, et W* peut étre étendu a un morphisme sur E par continuité. D’apreés les égalités
[ ]

2 n

<0 (xiy d(a)e(az)x; ) | < (D] H<Zai ®Xi’zai ®Xz‘>

B 4,5=1

B

i=1 i=1

<W(X),Zai QY +NA,HB> = <1 ®xX +NA,HByzai QYi +NA,HB>
B B

<X7 > ¢(ai)yi>
B

i=1

<X, w <Z a; QY; +NA,HB> > ,
i=1 B

W*or'(a)oW(x)=W*(a®x+Nan,) = ¢(a)x,
onaW e L(Hg,E) et W*on'(a) oW = ¢(a).

Soit mp: A — L(H) une *-homomorphisme quelconque (e.g. une représentation de A), en utilisant
I'identification Hg = H ®¢ B, on peut construire le *~homomorphisme

' A = L(Hp)
a +— 7'(()(61)@7;61}37

On prend le *-homomorphisme 7 =7' @ 7": A — L(E®Hp) et les morphismes canoniques i: E —
E®Hp,j: E®Hp — E,sionpose V:=ioW et V*:= W*oj, en utilisant I'identification E®&Hp ~ Hp,
onaV e L(Hp) et

V*or(a)oV=W*"ojonm(a)oioW =W*"or'(a) o W = ¢(a),
pour tout a € A.
Si ¢(1) =1, donc W* oW =1 et W o W* est une projection. Donc,
ExIm(WoW*)@&Im(l—WoW*)~HpaF,

et
E®Hg ~Hp® (E ®@Hp) ~Hp & Hp.

D’aprés cet identification V' devient l'inclusion Hg &0 C Hg @ Hp et V* devient la projection de Hg ®Hp
sur le premiére facteur directe.

Dans le cas non-unitaire, si ¢: A — L(Hp) est une application complétement positive tel que [|¢| < 1,
donc on peut étendre ¢ a une application complétement positive ¢: A; — L(Hp), et on revient au le cas
unitaire. (]

5 La théorie Ext de Kasparov

Dans la suite, on appellera simplement algébres aux C*-algébres.
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5.1 Extensions d’algébres et 'invariant de Busby

Définition 5.1 Soient A et C' deux algébres. Par une extension F = («, B, ) de C par A, on veut dire
une algébre B avec morphismes « et B tel que la suite courte ci-dessous

0 A—>,p_P ¢ 0

est ezacte. L’ensemble de tous les extensions de C par A sera dénoté Ext(C, A). L’extension E est appelé
trivial, si la suite exacte courte est scindée, i.e. il existe un morphisme v: C — B tel que foy =1idc ; E
est appelé essentielle si a(A) est un idéal essentiel dans B.

Lemme 5.2 Soit 0 A—">B b C 0 wune suite exacte courte. Alors, il existe un unique

morphisme o: B — M(A) tel qu’on a le diagramme commutatif suivant

A—=>B

N

M(A)

Preuve. Comme «(A) est un idéal dans B, par le Théoréme on peut obtenir un unique morphisme
p: B — M(a(A)) tel que pilaay = ia(a). Si o’ est I'extension de a & un isomorphisme entre M(A) et
M(a(A)), en prenant ¢ = o/ Lopu, onacoa =ia.

Si¢: B — M(A) est autre morphisme tel que ¢ o =i 4, le morphisme o’ o ¢ est I'identité dans «(A)
et par le théoréme il est égal a u dans tout B. Donc ¢ = o/ 1o = 0. ]

Dans la suite, soit E = (a, B, 3) une extension de C' par A.

Définition 5.3 On définit I'invariant de Busby de E comme le morphisme

™ C — M(A)/A
¢ = mao0(b),

ot b € B tel que B(b) = ¢, et ma: M(A) = M(A)/A est le morphisme canonique.

Remarque 5.4 Le morphisme Tg est bien défini. En effet, si on a by, by € B tel que B(b1) = B(b2) = ¢,
donc il existe a € A tel que by — by = a(a). Alors mgo0o(by —by) =maocoa(a) =mg0is(a) =0.

Proposition 5.5 L’invariant de Busby de E est l'unique morphisme qui fait le diagramme suivant com-
mutatif

0—a—>yp__ " ¢ 0

.

0—A—— M(A) ——— M(A4)/A—0

1A

Preuve. 1l découle de la définition précédente. (I

De maniére réciproque, on va partir d’un morphisme de C vers M(A)/A, et on va trouver une extension
de C par A. On utilisera la définition suivante :

Définition 5.6 Un pullback de l'algébre C par les morphismes ay: Ay — C et ag: Ay — C, est la
sous-algébre de A1 @& As définie par

PB(C7OZ17Q2) = {(al,aQ) €A DAy al(al) = Oég(ag)}.
Pouri=1,2, on a les morphismes

ﬁi: PB(C,O(l,O[Q) — A,‘
(al,ag) = a;
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Proposition 5.7 Si D est une algébre avec morphismes §;: D — A; pour i = 1,2 qui satisfont oy 001 =
Qi 0 8y, alors il existe un unique morphisme Ap: D — PB := PB(C, a1, as) qui fait le diagramme

D 02 A,
B1
Ap
51 PB g
B1
A - C

commutatif.

Proposition 5.8 Soit 7 un morphisme de l’algébre C vers 'algebre M(A)/A, et soit PB le pullback de
M(A)/A par w4 et T,

Alors, avec les morphismes canoniques

on peut construire la suite exacte

0 A

qui a comme linvariant de Busby a 7.

Preuve. El pullback est PB = {(m,c) € M(A) & C : ma(m) = 7(c)}, donc a et § sont bien définis et
KerpB = {(m,c) € PB : ¢ =0} = A® 0 = a(A). De plus « est injectif, et 5 est surjectif (car w4 est

surjectif).
Sif: Pb— M(A) est le morphisme (m,c) — m, on a foa = iy. Comme 7g(S(m,c)) = mga06(m,c) =
ma(m) =7(c) = 7(B(m,c)), alors T = 7. O

Remarque 5.9 On vient de construit une application
Ext(C,A) — Hom(C,M(A)/A)
FE — TE

qui est surjective. Dans la suite, on va déterminer une relation dans l’ensemble des extensions de C par
A qui fait Uapplication précédente soit injective.

Proposition 5.10 [ existe un isomorphisme ¢ entre B et le pullback PB de M(A)/A par w4 et T qui
fait le suivant diagramme

0 A < B C 0
P
0 A — PB - C 0

commutatif.
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Preuve. Par définition de 7, 4 0 0(b) = 7 o B(b) pour tout b € B donc on pose

v : B — PB
b = (o(b),8(b))

Comme 9 o a(a) = (0 o a(a),0) = (ia(a),0) = a'(a) et 5 op(b) = B'(a(b), 5(b)) = B(b), donc 1 fait le
diagramme commutatif.

Si 0 =1(b), b € Kerf donc il existe a € A tel que b = a(a). Comme o o = iy, on a 0 = o(b) =
ooa(a) =a, donc b= afa) =0.

Soit (m, ¢) € PB. Comme [ est surjectif, il existe by € B tel que B(bg) = ¢; sion pose x := o(bg)—m €
M(A), donc 7a(c(bg) —m) = g 0 B(bg) — ma(m) = Te(c) — Ta(m) = 0, c’est-a-dire x € A. Alors, si
b="by — a(zx),on ac(b) =oc(byp) —xz=met (b) = (co(b), B(D)) = (m.c). O

Corollaire 5.11 Soient E; = («a1,B1,81), E2 = (a9, Bs,2) deuzx extensions de C par A dont les
invariants de Busby sont T, , TE, respectivement. Alors 11 = 1o si et seulement s’il existe un isomorphisme
Y qui fait le diagramme

0 A g2 ¢ 0
P
0 A B, C 0
a2 B2

commutatif.

Preuve. On suppose 71 = T2. Si PB est le pullback de M(A)/A par w4 et 71 = 75 et ¢;: B; - PB
(i = 1,2) les isomorphismes qu’on trouve par la Proposition Alors, le isomorphisme ¢ := 1)y Loy
est le morphisme qu’on cherche.

Réciproquement, soient o1, oo les uniques morphismes tels que o1 0o a; = g9 0 g = 4, comme on a
grotp toas =0100a; =iy donc oy = 09 0. Donné ¢ € C, soit by € By tel que 31(b1) = ¢, dés que
ﬂ2(¢(b1)) = 51(171) = ¢ donc 7’1(6) = TAO© 0’1(1)1) = TApA© 0'2(’(/)(1)1)) = TQ(C). O

Définition 5.12 Deuz extensions qui satisfont le Corollaire[5.11] sont appelés fortement isomorphes. On
note By = Es, si By et Ey sont fortement isomorphes, et Ext=(C, A) a l’ensemble de classes d’équivalence
pour la relation fortement isomorphes dans les extensions de C par A.

Proposition 5.13

1. E est essentiel si et seulement si le morphisme Tg est injectif.
2. E est trivial si et seulement s’il existe un morphisme n: C — M(A) tel que Tg = won,

0 A— 4B 7 C 0
n
w TE
0 A , M(A)F—A>M(A)/A4)O
ia
3. 7g = 0 si et seulement si B est isomorphe 6 A ® C.
Preuve. Voir [11] O

5.2 Sommes des extensions

Soient A et C' deux algébres.
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Définition 5.14 Soient Ey = (a1, B1,61), F1 = (an, B, 1) € Ext(C, A) dont les invariants de Busby
sont Tg, , T, respectivement. On dit que Ey et Ey sont fortement équivalents, et il sera noté par 7g, = Tg,,
s’il existe un élément unitaire u € M(A) tel que To(c) = ma(u)m(c)ma(u)* pour tout ¢ € C. On va
noter par Ext~(C, A), Uensemble de classes d’équivalence par la relation fortement équivalent dans les
extensions de C' par A.

Remarque 5.15 Evidement, la condition d’étre fortement équivalent implique celle d’étre fortement iso-
morphe.

Définition 5.16 Soit ¢: K @ M>(C) — K un isomorphisme quelconque. Le morphisme
Sy: A® (K® Ma(C)) = AR K

défini par Sy 1= 1® ¢ est appelé un isomorphisme standard pour ¢ de Ma(ARK) vers AQK. On va aussi
noter par Sy auz isomorphismes May(M(ARK)) - M(ARK) et May(M(ARK)/ARK) — M(ARK)/ARK
qui sont induits par Sg et la Proposition .

Proposition 5.17 Soit Sy, Sy deux morphismes standards de Ma(AQK) vers AQK. Il existe un élément
u € M(AQK) tel que lautomorphisme Sy o Sle AQK - A®K est ad(u).

Preuve. Par définition, Sy o S;l =1®¢oy . Dés que ¢ o~ ! est un automorphisme de K, par la
Proposition m il existe un élément unitaire U € B tel que ¢ o p~' = adU. Si on pose v :=1Q U €
M(A)@BCM(A@’C),OD&Sd)OSJI:ad(u). O
Corollaire 5.18 Soient x1 et x5 dans Ext~(C, AR K). Si Ey et Ey sont les extensions représentants de
x1 et xo respectivement, dont

7:C > MARK)/ARK

sont ses invariants de Busby, alors l'application

€ DTy M(A) Ay Ma(M(A%) /A7) — s M(4%) /"

définit une extension de C par A® K et son =-classe d’équivalence est indépendante du choix des repré-
sentants Ey et Ey et de lisomorphisme Sg: My(A® K) -+ A® K. La ~-classe d’équivalence qui contient
cette extension est appelée la somme de x1 et zs, et elle sera note par x1 ® s.

Proposition 5.19 L’ensemble Ext~(C, A® K) est fermé par la somme définie dans le corollaire précé-
dent. La somme des extensions définie est associatif et commutatif.

Proposition 5.20 L’ensemble des extensions triviaux de Ext~(C, A ® K) est fermé par la somme des
extensions. Le quotient de Ext~(C, A @ K) par Uensemble des extensions triviaux est un demi-groupe
commutatif noté par Ext(C, A& K).

Remarque 5.21 Si 7y et o sont deux extensions de C par A @ KC, alors 1 et o sont égauzr dans
Ext(C,A® K) si et seulement s’il existent des extensions triviaux | et 75 tel que 71 7] est o ® 14 sont
fortement équivalent.

5.3 Extensions inversibles

Théoréme 5.22 Si C est separable et A a des unités approchées dénombrables. Alors une extension
7:C = M(ARK)/A® K est un élément inversible de Ext(C, A Q@ K) si et seulement s’il existe une
application complétement positive v: C — M(AQRK) tel que tpov =T.

Preuve. On utilise le Théoréme de Stinespring. O

Définition 5.23 Une extension

0 A—,p-" ¢ 0

est dite demi-scindée s’il existe une application complétement positive v: C' — B tel que B o~y =idc.

Corollaire 5.24 Si C est separable et A a des unités approchées dénombrables. Une extension T de C
par A® K est un élément inversible de Ext(C, A ® K) si et seulement s’il existe une extension trivial T/
tel que T @ 7' est semi-scindée.
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